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1 Gehört die Quantenmechanik in die
Schule?
Die Ursprünge der Quantenmechanik ge-
hen in die Jahre 1900 und 1905 zurück. Die
heute weitestgehend akzeptierte Fassung
und Interpretation der Quantenmechanik
stammt aus den späten 1920er und 1930er
Jahren. In ihrem voll entwickelten Zustand
gehört die Quantenmechanik seit mehr als
80 Jahren als unverzichtbarer Bestandteil
zum Gebäude der Physik. Wenn in der
Schule ein zutreffendes physikalisches
Weltbild vermittelt werden soll, kann die
Quantenmechanik nicht ausgespart wer-
den. Aber wie kann sie vermittelt werden?
In diesem Aufsatz möchte ich für einen Zu-
gang zur Quantenmechanik plädieren, der
mit Experimenten beginnt und weitestge-
hend mit der Anschauung zurechtkommt,
die aus dem vertrauten, dreidimensiona-
len, kartesischen Vektorraum abgeleitet
werden kann.

Eine Vielzahl von Bestandteilen auch
der alltäglichen Erfahrung wird durch
quantenmechanische Phänomene ge-
prägt. Selbst wenn man die häufig allein
stellvertretenden Beispiele der Wärme -
strahlung und des Photoeffekts beiseite-
lässt, sind Leuchtdioden und Bildschirme,
CD- und DVD-Spieler, aber auch das gelb-
orange Licht der Natriumdampflampen
ohne Quantenmechanik nicht zu verste-
hen, von etwas weiter entfernten Beispie-
len wie der Bedeutung des Tunneleffekts
für die Kernfusion in der Sonne ganz abge-
sehen.

Wenn der Physikunterricht auch die
physikalische Denkweise vermitteln soll,
kommt man um die Umwälzung nicht he-
rum, die durch die Quantenmechanik in
dieser Denkweise ausgelöst wurde. Die Un-
schärfe zwischen Ort und Impuls und ihre
weitreichenden Konsequenzen wie etwa
die endliche Ruheenergie von Oszillatoren
sind nur ein Beispiel dafür. Wichtiger ist
vielleicht noch, dass der Beobachter in der
Quantenmechanik ausdrücklich in die
physikalische Naturbeschreibung einbezo-
gen wurde – und dass dies nicht allein cha-
rakteristisch für die Quantentheorie ist,
sondern auch für die beiden Relativitäts-
theorien. Ein im Unterricht vermitteltes
physikalisches Weltbild, das übergeht,
dass der Beobachter spätestens seit der

Quantenmechanik über das Beobachtete
mit entscheidet, kann über 90 Jahre nach
der Etablierung der Quantenmechanik
kaum mehr zutreffend genannt werden.

2 Experimente!
Schon Paul A. M. Dirac hat in seinem bahn-
brechenden Lehrbuch „The Principles of
Quantum Mechanics“ [1] dargestellt, wie
zwingend sich die Struktur der Quanten-
mechanik direkt aus der experimentellen
Erfahrung ableiten lässt. Es erscheint mir
gerade auch im Schulunterricht unerläss-
lich, immer wieder zu betonen, dass die
Physik eine experimentelle Naturwissen-
schaft ist. Dementsprechend sollte auch
die Quantenmechanik in der Schule mit
Experimenten und unmittelbarer Erfah-
rung beginnen und begleitend zeigen, wie
die Quantenmechanik darauf aufbauend
konstruiert wurde.

Es gibt viele Experimente, die dies leis-
ten können. Natürlich gehört der Photoef-
fekt hierher, dessen Deutung Einstein zur
Lichtquantenhypothese geführt hat. Ver-
suche zur diskreten Natur der Energiestu-
fen in Atomen sollten vor- oder durchge-
führt werden. Absorptions- oder Emis-
sionsspektren sind leicht zu erzeugen und
beeindruckend zu beobachten, wobei auch
der Unterschied zwischen atomaren und
molekularen Spektren leicht verdeutlicht
werden kann. Auch der Franck-Hertz-Ver-
such, der die diskreten Energiestufen an-
hand des mit der Spannung stark verän-
derlichen Anodenstroms in einer Gasröh-
re belegt, ist ein eindrucksvolles Beispiel.
Interferenzversuche sollten gezeigt und
durchgeführt werden. Interferenz von Teil-
chenstrahlen ist schwieriger zu zeigen,
aber auch die Interferenz von Licht ist be-
eindruckend, insbesondere, wenn vorher
die Lichtquantenhypothese besprochen
wurde.

Wichtig erscheint mir vor allem, dass
anhand dieser Experimente zum einen er-
klärt wird, dass es um die Wende zum 20.
Jahrhundert unumgänglich wurde, Ersatz
für die klassische Mechanik zu schaffen –
nicht, weil die Physiker nach Belieben ein
bewährtes Modell durch ein neues erset-
zen wollten, sondern weil sie durch die ob-
jektive, in Experimenten gesammelte Er-
fahrung dazu gezwungen wurden.

3 Ein neuer Zustandsbegriff
Wir sind es aus der klassischen Mechanik
gewöhnt, dass die Bewegung eines Test-
teilchens dann vollkommen bestimmt ist,
wenn zusätzlich zu allen Kräften, die auf es
wirken, sein Ort und sein Impuls zu einer
bestimmten Anfangszeit gegeben sind.
Wegen des zweiten Newton’schen Axioms
bestimmen die Kräfte die Beschleunigung
des Teilchens und damit die Änderungsra-
te der Geschwindigkeit mit der Zeit. Die Be-
wegungsgleichung zweiter Ordnung, die
das zweite Newton’sche Axiom ist, kann
erst eindeutig gelöst werden, wenn mit
dem Anfangsort und dem Anfangsimpuls
genügend viele Anfangsbedingungen ge-
geben sind. Da die Bewegungsgleichung
zweiter Ordnung in der Zeit ist, sind in drei
Dimensionen sechs unabhängige Anfangs-
bedingungen erforderlich: drei Orts- und
drei Impulskoordinaten. In der analyti-
schen und der statistischen Mechanik
fasst man Ort und Impuls im Phasenraum
zusammen. Ein vorgegebener Anfangszu-
stand ist dann durch einen Punkt im Pha-
senraum definiert.

Integriert man die Bewegungsglei-
chung dann, ausgehend von einem sol-
chen Punkt im Phasenraum, ergibt sich als
Lösung eine Bahnkurve im Ortsraum. Jeder
Ort entlang der Bahnkurve wird mit einer
bestimmten Geschwindigkeit durchlau-
fen. Die Bahnkurve im Ortsraum ent-
spricht daher auch einer vollständig fest-
gelegten Bahnkurve im Phasenraum. Zu je-
dem Zeitpunkt innerhalb des Zeitinter-
valls, während dessen die Bewegung des
Teilchens verfolgt wird, wird der momen-
tane mechanische Zustand des Teilchens
wiederum durch einen Punkt im Phasen-
raum charakterisiert. Zustände klassischer
Teilchen werden daher durch Punkte im
Phasenraum eindeutig gekennzeichnet.
Abkürzend kann man sagen, die Zustände
klassischer Teilchen sind Punkte im Pha-
senraum.

Ausgehend vom Doppelspaltexperi-
ment hat die Physik gelernt, dass diese von
der klassischen Physik ererbte Darstellung
mechanischer Zustände nicht vollständig
angemessen sein kann. Schickt man klas-
sische Teilchen mit einer breiten Vertei-
lung von Anfangszuständen dem Doppel-
spalt entgegen, werden diejenigen Teil-
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chen durch einen der beiden Spalte kom-
men, deren Anfangsort und -impuls gera-
de so gewählt war, dass die Bahnkurve
vom Anfangsort ausgehend durch einen
der beiden Spalte führt. In der geradlinigen
Verlängerung dieser Bahnkurve bis zu ei-
nem Schirm wird das entsprechende Teil-
chen dann auf dem Schirm auftreffen.
Schickt man viele solcher klassischen Teil-
chen durch den Doppelspalt und bildet ab,
wo sie auf dem Schirm auftreffen, erwartet
man zwei scharfe Maxima, deren Breite
durch diejenige der Spalte bestimmt ist.
Die Zustandsbeschreibung der klassischen
Mechanik, derzufolge der Anfangsort im
Phasenraum zusammen mit der Bewe-
gungsgleichung den Auftreffort auf dem
Schirm eindeutig festlegt, erlaubt keinen
anderen Schluss.

Der wohlbekannte experimentelle Be-
fund widerspricht dieser Erwartung: Statt
der beiden scharfen Maxima entsteht,
wenn nur genügend viele Teilchen durch
den Doppelspalt geschickt wurden, eine
Folge von Maxima und Minima, deren Am-
plitude ein charakteristisches Interferenz-
muster zeigt. Dieses Interferenzmuster
baut sich aus Einzelereignissen auf und ist
daher zu Beginn des Experiments noch ver-
rauscht, aber es wird bei zunehmender
Teilchenzahl immer klarer und stetiger.
Verringert man die Spaltbreite, würde man
klassisch erwarten, dass auch die Interfe-
renzmaxima enger werden. Das Gegenteil
passiert: Je enger die Spalte werden, umso
breiter werden die Interferenzmaxima. Die-
ses einfache Experiment zeigt, dass die
klassische Beschreibung des mechani-
schen Zustands eines Teilchens spätestens
dann ersetzt werden muss, wenn durch die
Enge der Spalte ein wahrnehmbares Inter-
ferenzmuster hervorgerufen wird.

Hier bietet sich ein Einstieg in die Quan-
tenmechanik an, der der historischen Ent-
wicklung nach etwa 1920 nahe kommt und
der es erlaubt, wesentliche Eigenschaften
der Quantenmechanik auf ganz einleuch-
tende Weise gewissermaßen geometrisch
darzustellen und zu begründen. Dieser Ein-
stieg beginnt mit der Erkenntnis, dass Inter-
ferenzphänomene eine Beschreibung me-
chanischer Zustände erfordern, die es er-

laubt, solche Zustände linear zu überlagern:
Es muss dann erlaubt sein, zwei verschiede-
ne Zustände mit Zahlen zu multiplizieren,
sie dann zu addieren und dadurch einen
neuen, gültigen Zustand zu bekommen.
Dieses Superpositionsprinzip, das direkt
aus der Beobachtung folgt, bildet einen der
Grundsteine der Quantenmechanik.

Aus der Sicht der klassischen Mechanik
mag das Superpositionsprinzip absurd er-
scheinen. Wie gesagt, sind klassische Zu-
stände durch Punkte im Phasenraum ge-
geben. Aus jedem dieser Punkte entwickelt
sich eine Bahnkurve, die angibt, wie sich
Teilchen mit dem jeweiligen Anfangszu-
stand unter dem Einfluss aller vorhande-
nen Kräfte durch den Raum bewegen. Den-
ken wir uns nun zwei Anfangszustände
mit Zahlen multipliziert und addiert, also
linear superponiert, so entsteht zwar ein
neuer, gültiger Anfangszustand. Die von
ihm ausgehende Bahnkurve hat aber in der
Regel nichts mit der linearen Überlagerung
der beiden Bahnkurven zu tun, die sich aus
den getrennten Anfangszuständen ergä-
ben.

Vielleicht sind hier zwei Beispiele zur
Verdeutlichung angebracht.

Zwei Schüler springen vom Zehnmeter-
brett, wobei der eine sich einfach fallen-
lässt, während der andere hochspringt, be-
vor er dem Wasser entgegenfällt. Die Bahn-
kurven beider Schüler beginnen am selben
Punkt im Ortsraum, aber mit verschiede-
nen Impulsen bzw. Geschwindigkeiten.
Während der erste Schüler anfänglich die
Geschwindigkeit null hat, beginnt der an-
dere seinen Weg mit einer positiven (nach
oben gerichteten) Geschwindigkeit v2. Der
Einfachheit halber auf eine Dimension re-
duziert, ist die Bahnkurve des ersten Schü-
lers durch

x1(t) = h – ½ g t2

gegeben, während der zweite Schüler die
Bahnkurve

x2(t) = h + v2 t – ½ g t2

verfolgt, wenn h die anfängliche Höhe der
beiden und g die Erdbeschleunigung sind.
Nun überlagern wir die beiden Bahnkur-
ven linear, nachdem wir sie beide wiede-
rum der Einfachheit halber mit ½ multipli-
ziert haben. Daraus entsteht die dritte
Bahnkurve

x3(t) = h + ½ v2 t – ½ g t2,

die sich auch ergäbe, wenn man die beiden
Anfangszustände x1 = h; v1 = 0 und x2 = h; 
v2 = v2 jeweils mit ½ multiplizieren und ad-

dieren, also ebenfalls linear überlagern
würde. Dieses Ergebnis kommt aber nur
deswegen zustande, weil die Bahnkurven
und die dabei erreichten Geschwindigkei-
ten auf lineare Weise von der Anfangshöhe
und der Anfangsgeschwindigkeit abhän-
gen. Betrachtet man zwei Astronauten, die
auf ganz ähnliche Weise der Erde entgegen
fallen, so zeigt schon der Energiesatz, dass
Zustände nun nicht mehr linear überlagert
werden können, weil die Geschwindigkei-
ten der beiden Astronauten auf nichtline-
are Weise sowohl von der Anfangshöhe als
auch von der Anfangsgeschwindigkeit ab-
hängen.

4 Von der Interferenz zum Vektorraum
Das Superpositionsprinzip verlangt daher,
mechanische Zustände nicht mehr als
Punkte im Phasenraum aufzufassen. Es
gilt also zunächst, Zustände durch solche
mathematische Objekte zu beschreiben,
die ohne Schwierigkeiten linear überlagert
werden können. Die einfachsten solchen
mathematischen Objekte sind die Elemen-
te eines Vektorraums, denn so sind Vektor-
räume gerade definiert: Es handelt sich da-
bei um Mengen, deren Elemente mit Zah-
len multipliziert und miteinander addiert
werden können und dabei Vektoren blei-
ben. Vektoren sind daher die vollkommen
natürlichen, nächstliegenden mathemati-
schen Objekte, die den experimentellen
Befund abbilden können, demzufolge es
möglich sein muss, Zustände quantenme-
chanischer Systeme linear zu überlagern.

Der Weg vom Experiment dorthin, me-
chanische Zustände nicht mehr durch
Punkte im Phasenraum, sondern durch zu-
nächst abstrakte Vektoren zu beschreiben,
liegt also unmittelbar nahe, wenn man
sich an die abstrakte Definition von Vektor-
räumen erinnert. Diesen Weg zur Begrün-
dung der Quantenmechanik ist Paul A. M.
Dirac in seinem zuerst 1930 erschienenen,
bereits erwähnten Buch „The Principles of
Quantum Mechanics“ gegangen.

Streng genommen sind Vektorräume
Tupel aus einer Menge, den Vektoren, und
einem Zahlenkörper. Die Zahlen aus die-
sem Körper sind dazu da, Vektoren zu stre-
cken und zu stauchen, woraus neue Vekto-
ren entstehen. Welcher Zahlenkörper ist
für die Quantenmechanik angemessen?
Wiederum diktieren experimentelle Befun-
de, dass es sich dabei um die komplexen
Zahlen handeln muss, aber die Begrün-
dung dafür ist für unsere Darstellung nicht
erheblich. Sie kann auf später verschoben
oder ganz weggelassen werden, falls die
komplexen Zahlen noch nicht bekannt
sind.

Zustandsvektor

Abb. 1: Ein einzelner Zustandsvektor, noch
ohne Basis
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Die neue Zustandsbeschreibung der
Quantenmechanik baut also aufgrund ei-
nes höchst geradlinig aus dem Experiment
abgeleiteten Arguments auf Vektoren auf.
Quantenmechanische Zustände werden
demnach zunächst durch abstrakte Vekto-
ren beschrieben, die aber durchaus kon-
kret beispielsweise durch Vektoren im drei-
dimensionalen Raum illustriert werden
können. Ein quantenmechanischer Zu-
stand wird vorerst durch einen Vektor dar-
gestellt, der vom Ursprung eines dreidi-
mensionalen Koordinatensystems irgend-
wohin zeigt.

Aber streng genommen können wir
noch kein Koordinatensystem einführen,
weil unser Vektorraum noch keine Basis
hat. Damit erhebt sich die nächste Frage,
wie wir dem Vektorraum auf physikalisch
naheliegende Weise eine Basis verschaffen
könnten.

5 Operatoren und ihre Eigenvektoren
Hier kommt der Begriff des Operators ins
Spiel. Operatoren können zunächst da-
durch eingeführt werden, dass sie beliebig
herausgegriffene Vektoren in andere Vekto-
ren überführen, die im selben Vektorraum
bleiben. Mathematisch gesprochen, sind
Operatoren einfach Abbildungen des Vek-
torraums auf sich selbst. Zusätzlich zeich-
nen Operatoren aber auch bestimmte Vek-
toren im Vektorraum aus, nämlich ihre Ei-
genvektoren: Ein Eigenvektor eines Opera-
tors wird durch diesen Operator lediglich
mit einer Zahl multipliziert, behält aber
seine Richtung bei. In Gestalt seiner Eigen-
vektoren führt ein Operator eine neue
Struktur in den Vektorraum ein: Er ver-
schafft ihm eine Basis.

Hier muss nun wieder die physikali-
sche Deutung einsetzen. Ihrer mathema-
tischen Definition entsprechend überfüh-
ren Operatoren Zustände in andere Zu-
stände, zeichnen dabei aber solche Zu-
stände aus, deren Richtung sie nicht än-
dern. Das sind die Eigenzustände des je-
weiligen Operators. Zunächst genügt es
festzustellen, dass Operatoren immer
dann gebraucht werden, wenn aus einem
quantenmechanischen System etwas ab-
gelesen oder in Erfahrung gebracht wer-
den soll. Deswegen gibt es Operatoren für
alle physikalischen Größen, die an einem
quantenmechanischen System gemessen
werden sollen, z. B. für den Ort, den Im-
puls, die Energie, den Drehimpuls und an-
dere Größen mehr. Jeder dieser Operato-
ren hat seine Eigenvektoren und prägt
deswegen dem Zustandsraum eine Basis
auf. Die Eigenvektoren bzw. die Basen, die
durch verschiedene Operatoren erzeugt

werden, können übereinstimmen, müs-
sen es aber nicht.

Sobald unser Zustandsraum eine Basis
hat, aber erst dann, kann jeder beliebige
Zustandsvektor auf die übliche Weise zer-
legt werden, die auch Schülern gegen Ende
ihrer Schullaufbahn vertraut sein sollte: Je-
der Vektor v� kann durch eine Linearkombi-
nation der Basisvektoren e�1, e�2, e�3 aufge-
spannt werden,

v�= a1 e�1 + a2 e�2 + a3 e�3,

wobei die Zahlen a1, a2, a3 aus dem Zahlen-
körper genommen werden müssen, der
Teil des Vektorraums ist. Was sie bedeuten,
muss nun zügig geklärt werden und führt
direkt ins Herz der Quantenmechanik und
ihrer statistischen Deutung, für die Max
Born 1954 der Nobelpreis verliehen wurde.

Fassen wir vorher noch einmal zusam-
men: Experimente zeigen, dass für quan-
tenmechanische Zustände ein Superposi-
tionsprinzip gelten muss, d. h. dass die li-
neare Überlagerung zweier Zustände wie-
der einen möglichen Zustand ergeben
muss. Die einfachste mathematische
Struktur, die dies erlaubt, ist ein Vektor-
raum. Also sollten Zustände durch Vekto-
ren beschrieben werden. Operatoren bil-
den Vektoren auf Vektoren ab, erlauben es
also, Zustände ineinander zu überführen.
Wann immer Informationen aus einem
Zustandsvektor abgelesen werden sollen,
sind Operatoren am Werk. Durch seine Ei-
genvektoren verschafft jeder Operator
dem Zustandsraum eine Basis, die es er-
laubt, jeden Zustandsvektor aufzuspan-
nen.

6 Projektionen und ihre Deutung
Wie bekommt man nun die Zahlen a1, a2, a3
und was bedeuten sie? Schülern sollte das
übliche Skalarprodukt im dreidimensiona-
len, kartesischen Raum bekannt sein.
Dann werden sie rasch zu der Einsicht
kommen können, dass der Vektorraum
noch durch ein Skalarprodukt ergänzt wer-
den muss, mit dessen Hilfe ermittelt wer-
den kann, wie ein Zustandsvektor v� durch
die Eigenzustände e�1, e

�
2, e�3 eines Operators

dargestellt werden kann. Ist das Skalarpro-
dukt bekannt, zunächst durch einen Punkt
ausgedrückt, gilt einfach

ai = e�i · v� .

Hier kann man nun gleich erwähnen,
dass das Skalarprodukt in der Quantenme-
chanik üblicherweise mithilfe spitzer
Klammern und eines senkrechten Strichs
geschrieben wird,

ai = < e�i | v�> .

Zur mathematischen Terminologie sei
noch ohne weitere Erklärung hinzugefügt,
dass ein (vollständiger) Vektorraum, auf
dem ein Skalarprodukt definiert ist, Hilbert-
raum genannt wird.

Wie erwähnt, müssen die Zahlen ai na-
türlich aus dem Zahlenkörper stammen,
der zu dem Vektorraum der Zustände ge-
hört. Wiederum wird schon anhand von Ex-
perimenten deutlich, dass die reellen Zah-
len nicht ausreichen, sondern dass kom-
plexe Zahlen zugelassen werden müssen.

Dazu hat bereits Dirac das folgende em-
pirische Argument gebracht: Wir wissen

a1

a2

a3

Zustandsvektor

e
�
1

e
�
2

e
�
3

Abb. 2: Zustandsvektor mit Basis und Komponenten in Richtung der Basisvektoren
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aus Beobachtungen, dass Licht polarisiert
sein kann. Wenn man Licht allein durch
seine Bewegungsrichtung und seine Fre-
quenz oder Wellenlänge beschreibt, fehlt
dieser Beschreibung daher eine beobacht-
bare Eigenschaft des Lichts. Ein Zustands-
vektor eines Photons, der dessen Bewe-
gungszustand darstellt, gäbe deswegen
die messbaren Eigenschaften dieses
Photons nicht vollständig wieder. Um die
beiden unabhängigen Polarisationszu-
stände einzubeziehen, könnte man den
Zustand mit einem zweidimensionalen
Amplitudenvektor versehen. Die beiden
Polarisationszustände würden dann durch
die beiden Einheitsvektoren (1, 0) und (0, 1)
gekennzeichnet. Statt solcher zweidimen-
sionaler Amplituden führt man komplexe
Zahlen ein, deren Real- und Imaginärteil
für die beiden Polarisationszustände ste-
hen. Ähnliche Überlegungen treffen wegen
des Spins auch auf Materieteilchen zu. Im
Allgemeinen muss man deswegen den Zu-
standsraum über den komplexen Zahlen
errichten.

Dieser Sachverhalt muss im Unterricht
nicht erwähnt werden, wenn die komple-
xen Zahlen nicht zur Verfügung stehen,
weil eine Fülle fundamentaler Aussagen
der Quantenmechanik veranschaulicht
werden können, ohne den Zahlenkörper
überhaupt festzulegen. Wichtig ist mir an
dieser Stelle nur, dass auch die Notwendig-
keit komplexer Zahlen direkt aus dem Ex-
periment abgeleitet werden kann.

Die Deutung der Zahlen a1, a2, a3 kann
nun auch ganz geradlinig eingeführt wer-

den. Jeder physikalischen Größe ist ein
Operator zugeordnet, der seine Eigenbasis
in den Zustandsraum trägt. Wählen wir
also einen Operator entsprechend unserer
Neugier, beispielsweise den Energie- oder
Hamiltonoperator. Die Projektionen eines
beliebigen Zustandsvektors v� auf die Ei-
genvektoren des Hamiltonoperators ge-
ben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit an
dem System im Zustand v� diejenigen Ener-
gien gemessen werden, die den jeweiligen
Eigenvektoren entsprechen. Genauer ge-
sagt, sind diese Wahrscheinlichkeiten pi
durch

pi = |ai|
2

gegeben.
An dieser Stelle sind drei Inhalte wich-

tig, die separat noch einmal betont werden
sollten. Zum einen vertritt jeder Eigenvek-
tor eines Operators einen bestimmten
Messwert derjenigen Größe, die der Opera-
tor vertritt. Der Zustandsraum muss also
so viele Basisvektoren haben, wie es Mess-
werte gibt. In der Regel sind das unendlich
viele, woraus aber keine prinzipielle
Schwierigkeit erwächst. Dass Energiestu-
fen diskret sein können und es in der Re-
gel auch sind, sollte gleich auch anhand ex-
perimenteller Befunde gezeigt werden.
Atomspektren bieten sich hier an.

Zum zweiten wird ein Zustandsvektor,
von dem wir zunächst weiter nichts wis-
sen, im Zustandsraum irgendwohin zeigen
können. Dann wird er in der Regel eine
endlich große Projektion auf jeden Eigen-
vektor des jeweiligen Operators haben. Die
Messung kann daher jeden möglichen

Wert ergeben, wenn auch mit verschiede-
nen Wahrscheinlichkeiten.

Zum dritten müssen sich, da sich ja
irgendein möglicher Messwert ergeben
muss, die Wahrscheinlichkeiten pi zu eins
addieren. Die Betragsquadrate der Zahlen
ai müssen daher normiert sein. Das bedeu-
tet aber auch, dass die Streckung oder
Stauchung eines Zustandsvektors mit ei-
ner beliebigen Zahl keine physikalische Be-
deutung haben kann, denn bevor irgend-
eine physikalische Aussage aus dem Vek-
tor abgelesen werden dürfte, müsste er
wieder normiert werden. Demnach kann
nur die Richtung von Zustandsvektoren
für ihre physikalische Bedeutung wichtig
sein, ihre Länge aber nicht.

7 Vertauschbarkeit
Eine weitere fundamental wichtige Er-
kenntnis folgt ebenso direkt aus diesen
Überlegungen. Wenn eine beliebige Größe,
beispielsweise die Energie, zum ersten Mal
gemessen wird, kann sich jeder mögliche
Messwert der Energie mit einer Wahr-
scheinlichkeit ergeben, die durch die Zah-
len ai ausgedrückt werden kann. Wenn die-
selbe Größe unmittelbar danach noch ein-
mal gemessen wird, muss sich aber dersel-
be Wert wieder ergeben, der gerade gemes-
sen wurde, denn sonst wären physikali-
sche Aussagen schlicht unmöglich. In die-
sem Sinn lebt trotz ihrer statistischen Deu-
tung der Determinismus in der Quanten-
mechanik fort: Eine einmal durchgeführte
Messung muss unmittelbar danach bestä-
tigt werden können.

Das ist aber nur dann möglich, wenn die
erste Messung den Zustandsvektor in die
Richtung desjenigen Eigenvektors gedreht
hat, der zu dem gefundenen Messwert ge-
hört, denn nur dann kann die zweite Mes-
sung mit Sicherheit denselben Messwert
ergeben. Die Anwendung eines beliebigen
Operators auf einen Zustandsvektor muss
deswegen diesen Zustandsvektor auf ei-
nen seiner Eigenvektoren drehen.

Wir haben bisher nur solche Größen
verwendet, die sich im gewöhnlichen, drei-
dimensionalen, kartesischen Vektorraum
veranschaulichen lassen und sind dabei
bis ins Zentrum der Quantenmechanik vor-
gedrungen. Wir können aber sogar noch
weiter gehen. Zwei Operatoren können die-
selben Eigenvektoren haben, müssen aber
nicht. Stellen wir uns zunächst zwei Ope-
ratoren A und B vor, die verschiedene Ei-
genvektoren haben. Jeder dieser Operato-
ren entspricht natürlich einer physikali-
schen Größe. Wenden wir A zuerst auf ei-
nen zunächst beliebigen Zustand v� an,
muss v�auf einen Eigenvektor von A abge-
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Abb. 3: Derselbe Zustandsraum kann durch die Eigenvektoren verschiedener Operatoren aufgespannt
werden.
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bildet werden, denn sonst wäre, wie oben
beschrieben, der Determinismus der Quan-
tenmechanik verletzt. Nach unserer Vor-
aussetzung kann dieser Eigenvektor von A
kein Eigenvektor von B sein. Deswegen
muss, wenn wir B nach A anwenden, der
Zustandsvektor erneut verändert werden.
Kehren wir die Reihenfolge der Operatoren
um, wird der zunächst beliebige Zustands-
vektor v� zuerst auf einen Eigenvektor von
B abgebildet, danach auf einen davon ver-
schiedenen Eigenvektor von A. Die Anwen-
dung von B nach A wird daher in der Regel
zu einem anderen Ergebnis führen als die
Anwendung von A nach B.

Dieses fundamentale Ergebnis lässt
sich wiederum direkt im dreidimensiona-
len, kartesischen Raum veranschaulichen,
indem man zwei verschiedene Basen ein-
führt und einen beliebigen Zustandsvek-
tor zunächst auf die eine, dann auf die an-
dere Basis projiziert. Diese einfache Über-
legung zeigt, dass nur solche Operatoren
miteinander vertauscht werden dürfen, de-
ren Eigenvektoren übereinstimmen und
umgekehrt. Was die Vertauschbarkeit von
Operatoren physikalisch bedeutet, lässt
sich nun auch direkt angeben: Der Deter-
minismus verlangt, dass die erste Messung
das betrachtete System in einen Eigenzu-
stand der gemessenen Größe zwingt. Die-
ser Eigenzustand kann nach Vorausset-
zung kein Eigenzustand der zweiten Grö-
ße sein. Das Ergebnis der zweiten Messung
kann daher nicht feststehen.

Um das zu veranschaulichen, brauchen
wir nur die Eigenvektoren des Operators
A durch die Eigenvektoren des Operators
B aufzuspannen. Nehmen wir an, die Mes-
sung von A habe das System in den Eigen-
zustand e�A

1 des Operators A überführt.
Alle Eigenvektoren von B, die wir dazu
brauchen, um diesen Eigenvektor von A
aufzuspannen, beschreiben mögliche
Messwerte für B, die wir nach einer Mes-
sung von A erhalten können. Die Wahr-
scheinlichkeiten, mit der wir die entspre-
chenden Messwerte finden, sind natür-
lich wieder durch

pB
i = |ai|

2 mit ai = < e�B
i | e�A

1 >

gegeben. Der Eigenzustand e�A
1 war aber

schon das Ergebnis der Anwendung des
Operators A auf den beliebigen Zustand v�,

e�A
1 = A v� .

Wir kommen so zu dem weitreichenden Er-
gebnis

ai = < e�B
i | A v�> bzw. pB

i = |< e�B
i | A v�>|2 ,

das eine ganz anschauliche Bedeutung hat:
Die Wahrscheinlichkeit, für die Größe B de-
ren i-ten möglichen Wert zu messen, ist das
Betragsquadrat der Projektion des Vektors
A v�auf den Eigenvektor e�B

i.
Wenn die Operatoren A und B verschie-

dene Eigenvektoren haben, müssen meh-
rere Messwerte für B möglich sein, die mit
denjenigen Wahrscheinlichkeiten auftre-
ten werden, die durch diese Formeln be-
stimmt sind. Damit kann, wenn zuerst ein
bestimmter Wert für die Größe A gemessen
wurde, die unmittelbar nachfolgende Mes-
sung von B keinen bestimmten Wert erge-
ben. Die Größen A und B sind dann nicht
gleichzeitig bestimmbar.

Wenn die Operatoren A und B dieselben
Eigenvektoren haben, zwingt dagegen die
Messung von A das System zugleich in ei-
nen Eigenvektor von B, sodass dann auch
das Ergebnis der nachfolgenden Messung
von B festgelegt wird. Dann können für die
Größen A und B zugleich bestimmte Mess-
werte angegeben werden.

Ein instruktives Beispiel ist der quan-
tenmechanische Drehimpuls, von dem ver-
schiedene Komponenten nicht miteinan-
der vertauschen. Es ist also nicht möglich,
zugleich alle drei Komponenten des Dreh-
impulses anzugeben. Der Drehimpuls ist
deswegen in der Quantenmechanik kein
messbarer Vektor. Zu jedem Zeitpunkt ist
es nur möglich, seinen Betrag und eine sei-
ner Komponenten anzugeben.

8 Die Rolle des Beobachters
Die Interpretation der quantenmechani-
schen Zustandsvektoren kann auch im
Unterricht noch vertieft werden. Die weit-
estgehend anerkannte Kopenhagener Deu-
tung der Quantentheorie kann man in ih-
rer Bedeutung für das Weltbild der Physik
kaum unterschätzen. In diesem Verständ-
nis, nur leicht zugespitzt formuliert, ist die
Quantentheorie keine Theorie über physi-
kalische Systeme an sich mehr, sondern
eine Theorie zur Vorhersage der Wahr-
scheinlichkeiten, mit der zukünftige Expe-
rimente bestimmte Ergebnisse finden wer-
den.

Ich möchte behaupten, dass aus dieser
Perspektive betrachtet auch der oft beton-
te Dualismus zwischen einer Wellen- und
einer Teilchennatur quantenmechanischer
Systeme verschwindet. Nicht einem
Photon oder einem Elektron „an sich“
kommen Teilchen- und Welleneigenschaf-
ten zugleich zu. Vielmehr entscheidet die
Art der an ihnen ausgeführten Messungen,
ob die Ergebnisse dieser Messungen eher
anhand von Teilchen- oder von Wellenei-
genschaften beschrieben werden können.

Den realen quantenmechanischen Syste-
men kommt weder die Teilchen- noch die
Welleneigenschaft zu, denn Teilchen- oder
Welleneigenschaften sind Auswirkungen
konkreter Messvorgänge an realen Syste-
men.

Wenn es als eine seltsame, unbefriedi-
gende Eigenschaft der Quantentheorie er-
scheint, dass der Beobachter auf einmal
eine eigene Rolle im physikalischen Ge-
schehen zugewiesen bekommt, wird es
wichtig zu betonen, dass die Quantenme-
chanik keineswegs die erste physikalische
Theorie war, in die der Beobachter aus-
drücklich einbezogen wurde. Vielmehr ist
dies bereits mit Einsteins spezieller Relati-
vitätstheorie geschehen, indem sie die ab-
solute Galilei’sche bzw. Newton’sche
Raum zeit-Struktur durch die Minkowski-
Raumzeit ersetzen musste.

Die Minkowski-Raumzeit ist zwar nach
wie vor ein affiner Raum, ebenso wie die
Galilei-Raumzeit der Newton’schen Me-
chanik. Sie trägt aber keine absolute Zeit
mehr. Über zeitliche und räumliche Ab-
stände können daher keine absoluten Aus-
sagen mehr getroffen werden, sondern nur
noch solche Aussagen, die vom Bewe-
gungszustand des Beobachters relativ zum
beobachteten Objekt abhängen. Die aus-
drückliche Einbeziehung des Beobachters
in die physikalische Beschreibung der Welt
ist daher keineswegs eine Spezialität der
Quantenmechanik, sondern kennzeich-
nend für die gesamte post-Newton’sche
Physik.

Indem die spezielle Relativitätstheorie
die Galilei-Invarianz der Raumzeit verwirft
und ihre Lorentz-Invarianz anerkennt,
wozu sie durch die Verbindung der klassi-
schen Mechanik mit der Elektrodynamik
genötigt wurde, wird der Beobachter in die
physikalische Beschreibung der Welt ein-
bezogen. Nicht erst die Quantenmechanik
ist diesen Schritt gegangen! Einstein selbst
wollte der Deutung der Quantentheorie in
diesem Sinne nicht folgen, aber schon die
unmittelbar nachfolgenden Physikergene-
rationen haben es auf Einstein zurückge-
führt, dass der Beobachter in die Physik
mit einbezogen wurde.

Beginnend mit einigen wegweisenden
Experimenten lassen sich auf diese Weise
die Grundstrukturen der Quantenmecha-
nik so erklären, dass einsehbar wird, wa-
rum ihre Konstruktionsprinzipien so nahe-
liegend waren. Die Deutungsfragen der re-
lativistischen Physik und der Quantenphy-
sik, insbesondere die ausdrücklich mit ein-
bezogene Rolle des Beobachters, sollen
und können dabei auch ausführlich zur
Sprache kommen.
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9 Schrödinger-Gleichung
Vielleicht fällt auf, dass bisher überhaupt
nicht von der Schrödinger-Gleichung die
Rede war, die oft an den Anfang der Quan-
tenmechanik gestellt wird. Dort sollte sie
nicht stehen. Wenn man die bisherigen Ei-
genschaften der Quantenmechanik als
Axiome auffasst: Ihr Zustandsraum ist ein
Vektorraum über den komplexen Zahlen;
die Zustandsvektoren verkörpern die Wahr-
scheinlichkeiten bestimmter Messergeb-
nisse; physikalische Eigenschaften werden
durch Operatoren ausgedrückt, die dem Zu-
standsraum eine Basis verleihen und die
beliebige Zustände bei der Messung in ei-
nen ihrer Basiszustände überführen; Wahr-
scheinlichkeiten für Messergebnisse wer-
den durch die Projektion der Zustandsvek-
toren auf die Basisvektoren quantifiziert –
dann ist die Schrödinger-Gleichung natür-
lich erst notwendig, wenn man sich fragt,
wie die zeitliche Veränderung physikali-
scher Systeme beschrieben werden soll.

Wenn man die Schrödinger-Gleichung
als eines der Axiome der (nichtrelativisti-
schen) Quantenmechanik auffassen will,
dann ist sie das schwächste dieser Axiome.
Weil sie zeitliche und räumliche Ableitun-
gen in verschiedenen Ordnungen enthält,
kann sie nicht lorentzinvariant sein. Späte-
stens dann, wenn man Quantenmechanik
und Relativitätstheorie verbinden will,
muss sie ersetzt werden. In diesem Sinne
ist die Schrödinger-Gleichung nicht funda-
mental für die Quantenmechanik, und des-
wegen sollte sie auch nicht so dargestellt
werden – davon ganz abgesehen, dass sie
als partielle Differentialgleichung ohnehin
in der Schule schwer oder gar nicht hand-
habbar ist. Die ganz wesentlichen Aussa-
gen der Quantenmechanik hätten in dieser
Form der Darstellung aber längst ihren
Platz gefunden, bevor die Schrödinger-
Gleichung überhaupt auftritt.

10 Quantenmechanik und 
Quantenphysik
Der wesentliche Zug der bisher beschriebe-
nen, möglichen Darstellung der Quanten-
mechanik in der Schule ist, dass ausgehend
von Experimenten erklärt werden soll, wie
die Quantenmechanik aufgebaut ist, dass
dieser Aufbau geradlinig und direkt aus der
Interpretation von Experimenten folgt und
dass sich viele Schlussfolgerungen der
Quantenmechanik direkt aus ihrer Struktur
ergeben. Damit soll insbesondere erreicht
werden, dass der Charakter der Physik als
experimentelle Naturwissenschaft betont
wird, dass der Quantenmechanik ihre oft
betonte, scheinbar paradoxe Fremdheit ge-
nommen wird und dass erklärt wird, dass

der Beobachter in der gesamten modernen
Physik in die Beschreibung von Beobach-
tungen einbezogen wird.

Vielleicht wird es dann auch möglich,
noch einen Schritt über die Quantenme-
chanik hinaus zu gehen und zumindest zu
erwähnen, dass es eine tiefe Verbindung
zwischen Quantenphysik und statistischer
Physik gibt.

Wieder kann der Spin durch ein Experi-
ment motiviert werden, nämlich durch
den Stern-Gerlach-Versuch. Ohne dass auf
den tieferen Grund dafür eingegangen wer-
den kann, ließe sich der Zusammenhang
zwischen dem Spin und der Besetzung von
Zuständen beschreiben, der zur Unter-
scheidung von Bosonen und Fermionen,
zur Bose-Einstein-Kondensation und zum
Pauli-Verbot führt. Für Bosonen wächst die
Wahrscheinlichkeit, in einen Zustand zu
gelangen, wenn schon andere gleichartige
Bosonen diesen Zustand besetzen; für Fer-
mionen schließt die Anwesenheit eines
gleichartigen Fermions in einem Zustand
aus, dass ein weiteres Fermion diesen Zu-
stand besetzen kann.

Dieser Sachverhalt hat so weitreichende
Konsequenzen quer durch die Physik und
insbesondere auch für unser alltägliches
Leben wichtige Konsequenzen, dass er be-
sprochen werden sollte, wenn nur irgend-
wie die Möglichkeit dazu besteht. Ohne
das Pauli-Verbot sind weder die Stabilität
der Materie noch der Aufbau des Perioden-
systems der Elemente verständlich. Aber
auch solche unmittelbar anschaulichen
Tatsachen wie die hohe thermische und

elektrische Leitfähigkeit der Metalle erge-
ben sich unmittelbar daraus.

Die allgegenwärtigen Laser sind des-
wegen möglich, weil Photonen Bosonen
sind. Einsteins elementare Überlegung, die
zu den Koeffizienten der Absorption sowie
der spontanen und der stimulierten Emis-
sion führt, zeigt unmittelbar, dass das
Planck'sche Strahlungsgesetz nur dann
verstehbar ist, wenn es überhaupt stimu-
lierte Emission gibt. Auch sie ist eine Aus-
wirkung des Bose-Charakters der Photo-
nen.

Vielleicht gehen diese abschließenden
Überlegungen schon viel zu weit. Unbe-
dingt klar werden sollte aber anhand des
Physikunterrichts, dass die Quantenme-
chanik bzw. die Quantentheorie nichts Ent-
ferntes, Entrücktes oder Paradoxes sind,
sondern direkt aus der Interpretation von
Experimenten folgen und in viele alltägli-
che Phänomene zurückführen. ■

Literatur
[1] P. Dirac (1930). The Principles of Quantum
Mechanics. Oxford
[2] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands
(1965). Lectures on Physics. Vol. III: Quantum
Mechanics. Addison-Wesley
[3] E. H. Wichmann (1975). Berkeley Physik
Kurs. Bd. 4: Quantenphysik. Vieweg

Anschrift des Verfassers
Prof. Dr. Matthias Bartelmann, Universität
Heidelberg, ZAH, ITA, Philosophenweg 12,
69120 Heidelberg
E-Mail: bartelmann@uni-heidelberg.de 

a1

a'3

a'2

a'1

a2

a3

Zustandsvektor

e
�
1

e
�
2

e
�
3

e
�
'1

e
�
'3

e
�
'2

Abb. 4: Zustandsvektor und seine Projektion auf die Eigenvektoren verschiedener Operatoren


